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Introduction
Aperçu

Magnetisme Propriété due aux moments magnétiques

En l’absence d’interaction inter-atomique :

I Température
I
−→
B (para/diamagnétique)

Pour un e−, le moment magnétique associé au spin
−→
S est :

−→µs =−gµB
−→
S (où µB =

eh
2m

: le magnéton de Bohr)
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Introduction
Les interactions

Dans notre cas, les particules du système sont en interaction
⇒ les e− agissent sur leurs voisins.

Modèle simple : Heisenberg

H =−1
4 ∑

<i,j>
tij
−→
Si
−→
Sj

i et j sont les sites du réseau périodique ∧ ⊂ Z2

tij représente les interactions entre les sites

Dans nos calculs : tij = 0 si ‖i− j‖1 > R (norme `1 sur le réseau)
Dans cette présentation tij = 0 si ‖i− j‖1 > R (hypothèse des plus proches
voisins), et tij = t = 1
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Introduction
Les modèles considérés

Modèle XY (rotateur plan)

HL =−1
4 ∑

<i,j>
σ

x
i ⊗σ

x
j + σ

y
i ⊗σ

y
j

σ
x =

(
0 1
1 0

)
,σy =

(
0 −i
i 0

)
Conditions aux limites périodiques (∧ ⊂ (Z/LZ)2)
Associé à la Symétrie O(2)

Modèle de Hubbard

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
tijc

†
i,σcj,σ + V (ni,σ)+ < h.S >

cx†
i (cx

i ) : opérateur création (annihilation) de fermion de spin x au site i
Annihilation en j , Création en i => conservation du nombre de fermions

2 termes : cinétique (tijc
†
i,σcj,σ) et potentiel (electrique V (ni,σ) et magnétique

< h.S >)
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Introduction
L’état de Gibbs

On assimile le réseau infini à un réseau fini périodique L. La probabilité dans
cet état est donnée par :

< A >L=
Tr(Ae−βHL)

Tr(e−βHL)

On admettra que pour passer au réseau infini (observable quasi-locale A) :

< A >= lim
L→∞

< A >L
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Généralités
Définitions

Definition

β =
1

kBT
: inverse de la température x cte Boltzmann

Definition
Opérateurs de création/annihilation :

Création au site x : c†
x =

(
0 0

1 0

)
Annihilation cx =

(
0 1

0 0

)

Definition
Opérateur de nombre de particules :

nx = c†
x cx =

(
0 0

0 1

)

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) Etude de la corrélation  Novembre  8 / 34



Généralités
Définitions

Definition

β =
1

kBT
: inverse de la température x cte Boltzmann

Definition
Opérateurs de création/annihilation :

Création au site x : c†
x =

(
0 0

1 0

)
Annihilation cx =

(
0 1

0 0

)

Definition
Opérateur de nombre de particules :

nx = c†
x cx =

(
0 0

0 1

)

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) Etude de la corrélation  Novembre  8 / 34



Généralités
Définitions

Definition

β =
1

kBT
: inverse de la température x cte Boltzmann

Definition
Opérateurs de création/annihilation :

Création au site x : c†
x =

(
0 0

1 0

)
Annihilation cx =

(
0 1

0 0

)

Definition
Opérateur de nombre de particules :

nx = c†
x cx =

(
0 0

0 1

)

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) Etude de la corrélation  Novembre  8 / 34



Généralités
Définitions

Definition
Le "vide" :

|Ω〉=

(
1

0

)

Exemple
Effets des opérateurs de création/annihilation :

Création : 〈c†
x |Ω〉=

(
0

1

)
Annihilation 〈cx |Ω〉=

(
0

0

)
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Généralités
Commutation

Propriétés
Fermions :
[cx ,c

†
y ]+ = δxy

Bosons :
[cx ,c

†
y ] = δxy

Propriétés
Fermions :

c†
x nx = 0

nxc†
x = c†

x

[nx ,c
†
x ]+ = c†

x
[nx ,c

†
x ] = c†

x (1−2nx ) = c†
x
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Simplifications

Rappel :

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
tijc

†
i,σcj,σ + V (ni,x )+ < h.S >

Hypothèses : pas de champ magnétique interne (h=0), pas d’intéraction (V=0) ,
plus proches voisins (t=1).

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
c†

i,σcj,σ

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) Etude de la corrélation  Novembre  12 / 34



Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Simplifications

Rappel :

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
tijc

†
i,σcj,σ + V (ni,x ) +< h.S >

Hypothèses : pas de champ magnétique interne (h=0)

, pas d’intéraction (V=0) ,
plus proches voisins (t=1).

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
c†

i,σcj,σ

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) Etude de la corrélation  Novembre  12 / 34



Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Simplifications

Rappel :

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
tijc

†
i,σcj,σ + V (ni,x )+ < h.S >

Hypothèses : pas de champ magnétique interne (h=0), pas d’intéraction (V=0)

,
plus proches voisins (t=1).

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
c†

i,σcj,σ

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) Etude de la corrélation  Novembre  12 / 34



Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Simplifications

Rappel :

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
tijc

†
i,σcj,σ + V (ni,x )+ < h.S >

Hypothèses : pas de champ magnétique interne (h=0), pas d’intéraction (V=0) ,
plus proches voisins (t=1).

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
c†

i,σcj,σ

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) Etude de la corrélation  Novembre  12 / 34



Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Simplifications

Rappel :

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
tijc

†
i,σcj,σ + V (ni,x )+ < h.S >

Hypothèses : pas de champ magnétique interne (h=0), pas d’intéraction (V=0) ,
plus proches voisins (t=1).

H =−1
4 ∑

<i,j>
∑

σ=↑,↓
c†

i,σcj,σ

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) Etude de la corrélation  Novembre  12 / 34



Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Théorème à prouver

Théorème
∃α,δ ∈ R et f (β) telle que :

f (β)≈ 1
β

si β� δ et f (β)≈ 2
δ
|log(β)| si β� δ

Tels que l’on ait : ∣∣∣< c†
x ,↑c

†
x ,↓cy ,↑cy ,↓ >

∣∣∣6 2 |x− y |−αf (β)
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Lemme : Traces et Dilatation analytique

Symétrie U(1) du modèle de Hubbard :

Gθ = ∏
u,σ

e−iθunu,σ

Lemme

Tr(Ae−βH) = Tr(GθAG−1
θ

e−βGθHG−1
θ )

Démonstration.

En insérant plusieurs fois la matrice In = GθG−1
θ
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Lemme : Hamiltonien et Dilatation analytique

Symétrie U(1) du modèle de Hubbard :

Lemme

GθHG−1
θ

=− ∑
u,v ,µ

e−i(θu−θv )c†
u,µcv ,µ

Démonstration.

GθHG−1
θ

=−∏
v ,µ

e−iθv nv ,µ ∑
i,j,µ

c†
i,µcj,µ ∏

u,µ
eiθunu,µ

GθHG−1
θ

=− ∏
v 6=i,µ

e−iθv nv ,µ ∑
i,j,µ

e−iθi ni,µ c†
i,µcj,µeiθj nj,µ ∏

u 6=j,µ
eiθunu,µ

... à suivre
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Lemme intérmédiaire

lemme

e−iθx nx c†eiθx nx = e−iθx c†

Démonstration.
On rappelle les règles de commutation :

e−iθx nx c†eiθx nx = ∑
(−iθxnx )k

k!
c†

∑
(iθxnx )j

j!

= ∑
(−iθx )k

k!
(nk

x c†)∑
(iθxnx )j

j!

= ∑
(−iθx )k

k!
(c†)∑

(iθxnx )j

j!

= ∑
(−iθx )k

k!
(c†)(1 + 0 + 0 + . . .)

e−iθx nx c†eiθx nx = e−iθx c†
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Lemme : Hamiltonien et invariant de Jauge

Preuve du Lemme

Démonstration.

GθHG−1
θ

=− ∏
v 6=i,µ

e−iθv nv ,µ ∑
i,j,µ

e−iθi ni,µc†
i,µcj,µeiθj nj,µ ∏

u 6=j,µ
eiθunu,µ

=− ∏
v 6=i,µ

e−iθv nv ,µ ∑
i,j,µ

e−iθi c†
i,µe−iθi ni,µcj,µeiθj nj,µ ∏

u 6=j,µ
eiθunu,µ

=− ∏
v 6=i,µ

e−iθv nv ,µ ∑
i,j,µ

e−i(θi−θj)c†
i,µe−iθi ni,µeiθj nj,µcj,µ ∏

u 6=j,µ
eiθunu,µ

= . . .

=− ∑
i,j,µ

e−i(θi−θj)c†
i,µGθG−1

θ
cj,µ

GθHG−1
θ

=− ∑
i,j,µ

e−i(θi−θj)c†
i,µcj,µ
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Preuve du théorème

On pose θ =−iϕ
Comme e−x = cosh(x)− sinh(x) on obtient :
e−(ϕu−ϕv ) = cosh(ϕu−ϕv )− sinh(ϕu−ϕv )

GθHG−1
θ

= H + U + iP avec :

U =−∑[cosh(ϕu−ϕv )−1]c†
i,µcj,µ

P =−i ∑sinh(ϕu−ϕv )c†
i,µcj,µ

Toutes ces matrices sont hermitiennes !

De plus, en prenant comme observable du système : A = c†
x↑c

†
x↓cy↑cy↓

GθAG−1
θ

= e−2(ϕx−ϕy )A
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Majoration de la trace

Tr(Ae−βH) = Tr(GθAG−1
θ

e−βGθHG−1
θ )

6 e−2(ϕx−ϕy )
√
||A∗A||∞Tr(e−βGθHG−1

θ
/2e−βG−1

θ
HGθ/2)

6 e−2(ϕx−ϕy )Tr(e−β(H+U))

6 e−2(ϕx−ϕy )||e−β(U)||∞Tr(e−β(H))

Donc :
Tr(Ae−βH)

Tr(e−β(H))
6 e−2(ϕx−ϕy )||e−β(U)||∞
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Majoration de la trace

Pour cela on a utilisé les propriétés suivantes :

Cauchy-Schwartz : Tr(AB) 6
√

A∗A
√

B∗B

Golden-Symanzik-Thomson : Tr(eO+P) 6 Tr(eOeP) (si O et P
hermitiennes)

|Tr(OP)|6 ||O||∞Tr(P) (si O : hermitienne et P positive)

Tr((O∗)NON) 6 Tr((O∗O)N) (avec N = 2m)
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Noyau de Poisson

Dans l’hypothèse des plus proches voisins, le laplacien discret d’une fonction f
est :
(4f )i = ∑

j(i)

f (j)−4f (i)

On résout alors l’équation de Poisson :
(4ϕ)u = δx ,u−δy ,u avec condition ϕ(y) = 0
La résolution amène :

∃δ ∈ R+ telle que |ϕu−ϕv |6 qδ

Lorsque L→ ∞ on a ϕx > qαln|x− y |

De cette dernière propriété :

cosh(ϕu−ϕv )−1 6 g(q)(ϕu−ϕv )2 avec g(q) =
cosh(qδ)−1

(qδ)2
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Noyau de Poisson

||e−βU ||∞ 6 exp

(
β∑

u,v
|cosh(ϕu−ϕv )−1|

)

6 exp

(
βg(q)∑

u,v
λuv (ϕu−ϕv )2

)

= exp

(
−2βg(q)∑

u
ϕu(4)u

)

||e−βU ||∞ 6 exp (2βg(q)qϕx )
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Exemple type : le modèle de Hubbard simple
Noyau de Poisson

Donc au final, en intégrant tous les résultats précédents on obtient :

‖< A >L ‖6 e−2ϕx+2βg(q)qϕx

En minimisant cette fonction de q à droite, on obtient au final :

|< c†
x↑c

†
x↓cy↑cy↓ > |6 e−f (β)αln|x−y | = |x− y |−αf (β)
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Modèle XY
Généralités

Particules avec modèles de spin-S
⇒ Générateurs de taille (2S+1) + Produit tensoriel Hµ,i = Hµ⊗Hi de
dimension 4

Modèle spin-
1
2

: les générateurs sont les matrices (2x2) de Pauli :

σ
x =

(
0 1
1 0

)
σ

y =

(
0 −i
i 0

)
σ

z =

(
1 0
0 −1

)
Pour ce modèle cx ,µ = 1⊗ cx , nx ,µ = 1⊗nx .

nx ,↑ =

(
nx 0
0 0

)
nx ,↓ =

(
0 0
0 nx

)
nx ,µ=(↑,↓) = nx ,↑+ nx ,↓ = 1⊗nx
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Modèle XY
Généralités

Commutation
Les règles de commutation deviennent :

Fermions :
[cx ,µ,c

†
y ,µ]+ = δµνδxy

Bosons :
[cx ,µ,c

†
y ,µ] = δµνδxy
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Modèle XY
Choix de l’opérateur de dilatation

On prouve que, dans le cas du modèle XY, on retrouve le même genre de
propriété de décroissance.

HL =−1
4 ∑

<i,j>
σ

x
i ⊗σ

x
j + σ

y
i ⊗σ

y
j

On étudie cette fois-ci l’opérateur A :

A =< σa,↑⊗σb,↓ >

On doit alors choisir un autre opérateur Gθ :

Gθ =

(
eiθ/2 0

0 e−iθ/2

)
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Modèle XY
Choix de l’opérateur de dilatation

On obtient en particulier (pour σ = (σ
x ,σy )) :

Hθ = G−1
θ

HGθ =−1
4 ∑

<i,j>

(
G−1

θi
σiGθi

)
⊗
(

G−1
θj

σjGθj

)

Après des calculs similaires (produits↔ produits tensoriels) on obtient :

Hθ = H + V

où V est hermitienne, de la forme :

∑


0 0 0 0
0 0 cosh(θi −θj)−1 0
0 cosh(θi −θj)−1 0 0
0 0 0 0


Similaire pour Hθ = G−1

θ
AGθ
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Modèle XY
Majoration de la trace

Pour mener à bien les calculs, on sépare les cas :

Hθ = G−1
θ

AGθ = A+ + A−

Puis on applique des propriétés équivalentes sur les traces obtenues. Au final :

Tr(e−β(H+V)) 6 Tr(e−βH)||e−βV ||∞
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Modèle XY
Majoration de la trace

On résout enfin l’équation de Poisson précédente, en séparant les cas (A+ et
A−).
Résultat similaire
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Conclusion
Autres modèles

Nous avons vu
Des modèles permettant de traiter les comportements des réseaux de
spins (Hubbard et XY) et des rappels sur les opérateurs de création,
d’annihilation et de "nombre de particules"

Comment calculer pour un modèle très simplifié la décroissance des
fonctions de correlation

Comment l’étendre à un modèle vectoriel (XY)

Nous n’avons pas vu

Comment traiter les cas autres que "plus proches voisins" (voir Messager
& Ruiz CPT)

Comment optimiser la solution de l’équation de Poisson

Comment traiter le modèle de Hubbard avec les interactions de
potentielles
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Nous n’avons pas vu
Comment traiter les cas autres que "plus proches voisins" (voir Messager
& Ruiz CPT)

Comment optimiser la solution de l’équation de Poisson

Comment traiter le modèle de Hubbard avec les interactions de
potentielles
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Merci de votre attention !
Des questions ?
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