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Introduction
Apercu

@ Propriété due aux moments magnétiques
@ En I'absence d’interaction inter-atomique :

Magnetisme

> Tgmpérature
» B (para/dizinagnétique)

Pour un e, le moment magnétique associé au spin S est :

eh
s = —gug S (o0l ug = o le magnéton de Bohr)
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Introduction

Les interactions

Dans notre cas, les particules du systéme sont en interaction
= les e agissent sur leurs voisins.

Modele simple : Heisenberg
1 — =
<ij>
i et j sont les sites du réseau périodique A C y
tj représente les interactions entre les sites

Dans nos calculs : t; = 0 si ||i — j||1 > R (norme /1 sur le réseau)

Dans cette présentation t; = 0 si ||i — j||1 > R (hypothése des plus proches
voisins), et tj =t =1
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Les modéles considérés

Modéle XY (rotateur plan)
1 0 1 0 —i
Ho=—7 Z o/ ®cf +o/®o] o= (1 O),Gyz < 0>
<ij>
Conditions aux limites périodiques (A C (Z/LZ)Z)
Associé a la Symétrie O(2)

Modéle1de Hubbard
H=—— Z Z t,'jCIGCLG—{— V(n,-,c)—i— < h.S >
<I7j> G:Tal
ch (c¥) : opérateur création (annihilation) de fermion de spin x au site i
Annihilation en j, Création en i => conservation du nombre de fermions
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Introduction

Les modéles considérés

Modéle XY (rotateur plan)
_ 1] X X y y x_ (0 1 y 0 —i
HL——ZZG,-®GJ-+G,®6]- =(; o)9={; ,
<ij>
Conditions aux limites périodiques (A C (Z/LZ)Z)
Associé a la Symétrie O(2)

Modéle1de Hubbard
H=-2) ) t"/CZGCLG‘{' V(nis)+ < h.S>

<ij>o0=1,]
ch (c¥) : opérateur création (annihilation) de fermion de spin x au site i
Annihilation en j, Création en i => conservation du nombre de fermions

2 termes : cinétique (tijCZGCj’(;) et potentiel (electrique V(n;s) et magnétique
< h.S>)
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Létat de Gibbs

On assimile le réseau infini a un réseau fini périodique L. La probabilité dans
cet état est donnée par :
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Introduction
Létat de Gibbs

On assimile le réseau infini a un réseau fini périodique L. La probabilité dans
cet état est donnée par :

TH(Ae PHL)
A = —
<AL Tr(e—BHL)

On admettra que pour passer au réseau infini (observable quasi-locale A) :
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Généralités
Définitions

Definition

1
B= P inverse de la température x ¢'® Boltzmann
B

Definition
Opérateurs de création/annihilation :

0 0 0 1
Création au site x : ¢, = Annihilation ¢, =
10 0 0

Definition
Opérateur de nombre de particules :

+ 0 0
nX:CXCX: 0 1

’
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Lemme : Hamiltonien et Dilatation analytique

Symeétrie U(1) du modeéle de Hubbard :

Lemme

GGHGe_1 — _ Z e_l(eu_eV)CZ7#CV,p
u,v,u

Démonstration.

GoHGy ' =—[]e ®™ )
Viu

iof
GOHGe—1 — H e—ievn,,,,, Ze—ie,-n,v,y
VEig i

... a suivre

oA i0yny,

C’:#Cj"u He o
uu

T A0 i0yny,

CiuCiue”™ [T &%
UAf
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Lemme intérmédiaire

lemme

efiexnx CT eiexnx — efi(-)x C’r

Démonstration.
On rappelle les regles de commutation :

— Oy ny T AiOxNy ( 19 nx) Il (iexnx)j
e El il = Y 'y’ _|

i0xny )

_ Z(_#(”IX(CT)Z(

J!
_ Z( /9)( )Z(/G Ny )
J!
0y)
— Z( )" (e (1+0+0+..)
efiexnx CT eiexnx _ eflex CT
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Lemme : Hamiltonien et invariant de Jauge

Preuve du Lemme

Démonstration.

GoHGy ' =— [ e ™™+
V£

_ H e—ievn”,

V£

_ _ H efievn”,

V£

GoHGy' = —
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Z e—ie,-n,-vucljtﬂcj’yeie,-n,-# H eieunu,,,
L0 U?éj,,u

—i0; AT A= 10iNiy A A0, Oy,

Ze 'c] & Mgy, & T &
L0 U75LM

Z efl(e,‘fej) Cljf'yefle,'n,",, elel-nj,,, Cj,,u H eleunu’y

iofou UFEf

Z efi(eifel') Czy Ge 661 Cj”u

5,1
—i(0;—6;) T A
) e ¢ g,
Iof 1
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Preuve du théoréeme

On pose 6 = —ip
Comme e~ = cosh(x) — sinh(x) on obtient :
e~ (9=%) = cosh(g, — @,) — sinh(p, — ¢y)

GoHG; ' = H+ U+ iP avec :
0

o U=— Z[COSh((Pu - (Pv) — 1]CZ,quvy
e P= —iZsinh((pu — (PV)C/T,nyW

Toutes ces matrices sont hermitiennes !

De plus, en prenant comme observable du systeme : A= c)T(Tchchyl

GoAG, ' = e 2P ®)np
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple
Majoration de la trace

Tr(Ae P) = TH(GoAG, e PG )
< e 29%y) ||A*A||°°Tr(e—BGeHGg‘/Ze—ﬁGg‘HGe/z)
< e A%9) (o B(HFU))
< e A=) | B)|| (e B(H))

Donc :
Tr(AeBH)

SV ) o2(9x=0y) || o= B(V)
Tiebmy S€ e
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Majoration de la trace

Pour cela on a utilisé les propriétés suivantes :

@ Cauchy-Schwartz : Tr(AB) < VA*AV B*B

@ Golden-Symanzik-Thomson : Tr(e°™F) < Tr(e%e”) (siO et P
hermitiennes)

o |Tr(OP)| < ||O||«Tr(P) (si O : hermitienne et P positive)
o Tr((0")VON) < TH((0*O)V) (avec N = 2™)

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) 4 Novembre 2008

20/34



Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Noyau de Poisson

Dans I'hypothése des plus proches voisins, le laplacien discret d’'une fonction f
est:

(A=) 1(j) — 4£(i)
i(0)
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Noyau de Poisson

Dans I'hypothése des plus proches voisins, le laplacien discret d’'une fonction f
est:
(AF)i =) 1(j) — 4(7)
i(i)
On résout alors I'équation de Poisson :
(A@)y =84y — 98y, avec condition p(y) =0
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Noyau de Poisson

Dans I'hypothése des plus proches voisins, le laplacien discret d’'une fonction f

est:
(Af)i =) 1(j) — 41(i)
i()

On résout alors I'équation de Poisson :
(A@), =8y, —8,, avec condition ¢(y) =0
La résolution ameéne :

o 35 € R, telle que @y, — @, | < gd

o Lorsque L — oo 0on a @y > qon|x — y|
De cette derniére propriéteé :

cosh(gd) — 1
cosh(0u — @) 1 < g(q)(Pu—0y)? avec gq) = 25N 1

(g8)?
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Noyau de Poisson

|6 Y|l < exp (BZlCOSh((Pu —Qy) — 1 \)

u,v

< exp (BQ(Q) quv((Pu — (PV)2>
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple
Noyau de Poisson

le P!l < exp (BZlcosh(cpu —¢y)—1 |)

u,v

< exp (Bg(q)zluv(q’u - (Pv)z)

=exp (—2Bg(q)2u‘,<Pu(A)u)

lle7PY||.. < exp(2Bg(q)qex)
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Exemple type : le modéle de Hubbard simple

Noyau de Poisson

Donc au final, en intégrant tous les résultats précédents on obtient :
| < A>p || < e 2% +2B9(a)aex

En minimisant cette fonction de g a droite, on obtient au final :
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Noyau de Poisson

Donc au final, en intégrant tous les résultats précédents on obtient :
| < A>p || < e 2% +2B9(a)aex

En minimisant cette fonction de g a droite, on obtient au final :
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Modéle XY

Geénéralités

Particules avec modeles de spin-S

= Générateurs de taille (25+1) + Produit tensoriel H,, ; = H, ® H; de
dimension 4
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Modele XY

Généralités

Particules avec modéles de spin-S

= Générateurs de taille (2S+1) + Produit tensoriel H, ; = H, ® H; de

dimension 4

1
Modéle spin-é : les générateurs sont les matrices (2x2) de Pauli :

« (01N, (0 =i\, (1 0
G_(106_i06_0—1

Pour ce modele ¢y, = 1® ¢y, Nyy = 1@ ny.

nxT:(nX 0) ”Xi:<0 0)"* =(1,1) = Mx,1 Ny, | = 1@ Ny
) 0 0 B} 0 nX M ) 5 3
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Modéle XY

Choix de I'opérateur de dilatation

On prouve que, dans le cas du modeéle XY, on retrouve le méme genre de
propriété de décroissance.

:
Hi=— ) of®cf+0!®a)

<i,j>
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Modele XY

Choix de I'opérateur de dilatation

On prouve que, dans le cas du modeéle XY, on retrouve le méme genre de
propriété de décroissance.

1 X X y y
H, = 2 Z o/ ®0cf 40! Qo
<lI,J>
On étudie cette fois-ci 'opérateur A :

A=< 0471 ®0p | >

On doit alors choisir un autre opérateur Gg :

£/8/2 0
Go = ( 0 eiO/Z)

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) 4 Novembre 2008

27/34



Modéle XY

Choix de I'opérateur de dilatation

On obtient en particulier (pour 6 = (¢*,6)) :

Ho — Ge‘1HGe _ _% Z <G(;i16iGe,-> ® (G(a_j16/69’>

<ij>
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Modele XY

Choix de I'opérateur de dilatation
On obtient en particulier (pour 6 = (¢*,6")) :
_ 1 _ _
Ho = Gy 'HGo = —; ¥ (G5'01Go,) @ (Gy ')
<ij>

Apres des calculs similaires (produits < produits tensoriels) on obtient :

Ho=H+V
ou V est hermitienne, de la forme :
0 0 0 0
Z 0 0 cosh(6;—6;)—1 0
0 cosh(6;—6;)—1 0 0
0 0 0 0
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Modele XY

Choix de I'opérateur de dilatation
On obtient en particulier (pour 6 = (¢*,6")) :
_ 1 _ _
Ho = Gy 'HGo = —; ¥ (G5'01Go,) @ (Gy ')
<ij>

Apres des calculs similaires (produits < produits tensoriels) on obtient :

Ho=H+V
ou V est hermitienne, de la forme :
0 0 0 0
Z 0 0 cosh(6;—6;)—1 0
0 cosh(6;—6;)—1 0 0
0 0 0 0

Similaire pour Hy = Ge_1AGe
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Modéle XY

Majoration de la trace

Pour mener a bien les calculs, on sépare les cas :
Ho = Gy 'AGo = AT + A~

Puis on applique des propriétés équivalentes sur les traces obtenues. Au final :
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Modéle XY

Majoration de la trace

On résout enfin 'équation de Poisson précédente, en séparant les cas (A et
A).
Résultat similaire
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Conclusion
Autres modeles
Nous avons vu

@ Des modeles permettant de traiter les comportements des réseaux de
spins (Hubbard et XY) et des rappels sur les opérateurs de création,
d’annihilation et de "nombre de particules"

Nous n’avons pas vu

y

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) 4 Novembre 2008

32/34



Conclusion

Autres modeles

Nous avons vu
@ Des modeles permettant de traiter les comportements des réseaux de
spins (Hubbard et XY) et des rappels sur les opérateurs de création,
d’annihilation et de "nombre de particules"
@ Comment calculer pour un modele tres simplifié la décroissance des
fonctions de correlation

Nous n’avons pas vu

y

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) 4 Novembre 2008 32/34



Conclusion

Autres modeles

Nous avons vu
@ Des modeles permettant de traiter les comportements des réseaux de
spins (Hubbard et XY) et des rappels sur les opérateurs de création,
d’annihilation et de "nombre de particules"
@ Comment calculer pour un modele tres simplifié la décroissance des
fonctions de correlation

@ Comment I'étendre a un modéle vectoriel (XY)

Nous n’avons pas vu

y

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) 4 Novembre 2008

32/34



Conclusion
Autres modéles
Nous avons vu
@ Des modeles permettant de traiter les comportements des réseaux de

spins (Hubbard et XY) et des rappels sur les opérateurs de création,
d’annihilation et de "nombre de particules"

@ Comment calculer pour un modele treés simplifié la décroissance des
fonctions de correlation

@ Comment I'étendre a un modéle vectoriel (XY)

Nous n’avons pas vu

@ Comment traiter les cas autres que "plus proches voisins" (voir Messager
& Ruiz CPT)

y

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) 4 Novembre 2008 32/34



Conclusion
Autres modéles
Nous avons vu
@ Des modeles permettant de traiter les comportements des réseaux de

spins (Hubbard et XY) et des rappels sur les opérateurs de création,
d’annihilation et de "nombre de particules"

@ Comment calculer pour un modele treés simplifié la décroissance des
fonctions de correlation

@ Comment I'étendre a un modéle vectoriel (XY)

Nous n’avons pas vu

@ Comment traiter les cas autres que "plus proches voisins" (voir Messager
& Ruiz CPT)

@ Comment optimiser la solution de I'équation de Poisson

y

Jean-Christophe Lavocat (Marseille) 4 Novembre 2008 32/34



Conclusion
Autres modéles
Nous avons vu
@ Des modéles permettant de traiter les comportements des réseaux de

spins (Hubbard et XY) et des rappels sur les opérateurs de création,
d’annihilation et de "nombre de particules"

@ Comment calculer pour un modele treés simplifié la décroissance des
fonctions de correlation

@ Comment I'étendre a un modéle vectoriel (XY)

Nous n’avons pas vu

@ Comment traiter les cas autres que "plus proches voisins" (voir Messager
& Ruiz CPT)

@ Comment optimiser la solution de I'équation de Poisson

@ Comment traiter le modéle de Hubbard avec les interactions de
potentielles

4
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Merci de votre attention !
Des questions ?
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